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波纹梁夹持型双平行四边形柔性机构性能分析

席守治，赖磊捷

（上海工程技术大学 机械与汽车工程学院，上海 ２０１６２０）

摘　要：为解决传统双平行四边形柔性机构中二级运动平台欠约束问题，设计了一种波纹梁夹持型对称双平行四边形柔性
机构。首先，提出了一种基于正弦曲线的波纹梁结构，并将其安装在对称双平行四边形机构的２个二级平台之间；其次，
建立了机构静力学解析模型，并利用拉格朗日方程建立了动力学模型；最后，利用有限元和实验方法对其静、动力学性能

进行了仿真和测试。结果表明：该机构在没有改变机构运动刚度和一阶固有频率的情况下，对二级平台进行了有效约束，

从而提升了双平行四边形机构的高阶固有频率，能够有效改善传统双平行四边形机构的动力学特性和抑制振动能力。
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０　引　言

随着精密加工、微电子、航空航天、生物工程等

领域的迅速发展，基于压电陶瓷驱动器和柔性机构

的微纳米定位技术得到了广泛应用［１］。其中，柔性

机构通过其柔性部件的弹性变形来实现微纳米定位

运动，具有装配少、无摩擦、无间隙、无需润滑和运动

精度高等优点，是微纳米定位技术的理想选择［２－５］。

柔性机构中，双平行四边形机构具有行程大，应力小

等优点［６］，现已成功应用在大行程微纳米定位平台

中。虽然双平行四边形柔性模块在其自由度方向能

够实现大行程运动范围，但由于双平行四杆柔性机

构中的二级平台存在与末端平台相同的自由度，造

成了二级平台的欠约束问题［７］，随着其工作方向行

程的增加，平台约束方向的侧向刚度迅速下降，并且

二级平台的高阶振动同样也会对定位平台的控制器

设计和动态性能产生不良影响。

为了解决上述问题，常见的方法是运用杠杆机

构强制使中间平台和末端平台实现 １：２的位移
比［８－９］。基于此思路，Ｐａｎａｓ等人［１０］提出了在双平

行四边形柔性机构中嵌入梯形远程运动中心机构来

模拟杠杆的作用，从而实现对末端平台和中间平台

的运动位移进行约束。改进后的机构中间平台的约

束方向刚度提升了１３４倍，并且在保证一阶固有频
率基本不变的情况下，将二阶谐振频率提升了 １１
倍。基于该类改进的双平行四边形机构，Ｒｏｙ等
人［１１］设计了一种行程达到５０ｍｍ×５０ｍｍ的二自
由度柔性纳米定位平台，由于使用了内嵌梯形机构

的双平行四边形柔性模块，其二阶固有频率从

２５Ｈｚ提升至 ８６Ｈｚ，而其一阶谐振频率保持在



６Ｈｚ。另外，Ａｗｔａｒ等人［１］也设计了一种夹持型对

称双平行四边形柔性机构，在保证运动方向刚度不

变的情况下，对双平行四边形机构的二级运动平台

进行了约束，提升机构的侧向刚度，有效减少了寄生

位移，但由于该机构增加了夹持部分的质量，其一阶

固有频率会有一定程度的降低。

本文提出了一种波纹梁夹持型双平行四边形柔

性机构，该机构能够在保持工作方向刚度和一阶固

有频率同时不变的基础上，解决平行四边形机构二

级平台欠约束问题，同时能提高二级运动平台引起

的高阶固有频率。本文首先设计了波纹梁夹持型对

称双平行四边形机构构型，并建立了机构的静、动力

学的解析模型，同时对其工作方向刚度和前三阶固

有频率进行有限元仿真和实验分析，验证了所设计

机构的有效性。

１　波纹梁夹持型对称双平行四边形机构

本文首先提出了波纹梁结构，如图１所示。图
１中，红色曲线是需要构造的正弦曲线。参见图１，
在局部坐标系 ｘＯｙ中，建立正弦曲线 Ｌ（单位为
ｍｍ），即：

Ｌ：ｙ＝０．８ｓｉｎπ
３０ｘ＋

π( )２ ＋ｂ４． （１）

其中，ｘ∈（－Ｌｃ／２，Ｌｃ／２）；Ｔｃ、Ｗｃ和Ｌｃ分别表示波
纹梁的厚度、宽度和直线长度。设计中，正弦曲线 Ｌ
在ｘ方向的周期为６０ｍｍ，ｙ方向幅值为０．８ｍｍ。

图１　波纹梁结构图

Ｆｉｇ．１　Ｓｔｒｕｃｔｕｒｅｄｉａｇｒａｍｏｆｃｏｒｒｕｇａｔｅｄｂｅａｍ

将文中设计的波纹梁安装到传统双平行四边形

机构（机构一），如图２（ａ）所示，由此形成了波纹梁
夹持型双平行四边形机构（机构二），如图２（ｂ）所
示。由图２（ｂ）可知，波纹梁的安装方式是将２个波
纹梁上下对称安装到２个二级平台中间，安装位置
深度在机构厚度ｂ的四分之一和四分之三处。

改进后的机构二由１个主平台、２个二级平台、
１个波纹梁夹持部分（包括２个波纹梁）、８个直梁
和机架组成。其中，ｂ、ｌ、ｈ分别表示直梁的宽度（机
构的厚度）、长度和厚度；Ｓｍ表示主平台的面积；Ｈｓ、

Ｌｓ分别表示二级平台的长度、宽度；Ｌｃ表示两二级平
台之间的距离，近似等同于波纹梁直线距离。

相比于直梁，安装的波纹梁轴向刚度相对较低，

沿宽度方向抗弯能力较高，因此，将２根波纹梁上下
对称安装在２个二级平台上，使２个二级平台平时
能够沿工作方向同时运动，实现对二级平台的有效

约束。

图２　双平行四边形机构示意图
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２　静力学建模

双平行四边形机构单元设计原理如图３所示。
通过双平行四边形柔性单元的变形原理可知，主平

台沿着工作方向上的刚度Ｋｍ可表示为
［６］：

Ｋｙ≈ １２－ ３１００
Ｆｘｌ

２( )ＥＩ[ ]２·ＥＩｌ３， （２）

其中，ｂ、ｌ分别表示直梁的宽度和长度；Ｅ为机
构材料的杨氏模量；Ｉ＝ｂｈ３／１２，ｈ表示直梁的厚度；
Ｆｘ表示主平台在工作方向上的受力。

忽略式（２）中的非线性项，得到双平行四边形
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柔性单元在工作方向上的刚度为：

Ｋｘ≈
１２ＥＩ
ｌ３
， （３）

因此，对称型双平行四边形柔性机构在工作方

向上的刚度为：

Ｋｍ＝２·Ｋｘ＝
２Ｅｂｈ３

ｌ３
． （４）

由于机构二中２个二级平台侧向寄生位移较
小，所引起的波纹梁上轴向内应力也较小，因此可以

忽略波纹梁对机构工作刚度的影响。

图３　双平行四边形机构单元原理图
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ｕｎｉｔ

３　动力学建模

利用能量法对波纹梁夹持型对称双平行四边形

柔性机构进行动力学建模。首先，将机构二分成主

平台、二级平台两个质量模块以及对应的刚度模块。

可以得到如下公式：

Ｔ＝１２Ｍｓｘ
·２
ｓ＋
１
２Ｍｍｘ

·２
ｍ，

Ｖ＝１２Ｋｓｘ
２
ｓ＋
１
２Ｋｍｘ

２
ｍ

{ ．
（５）

Ｍｍ＝ρｂ［（Ｓｍ ＋４ｈｌ）］，

Ｍｓ＝ρ｛ｂ［（２ＬｓＨｓ＋４ｈｌ）］＋２ＴｃＷｃＬｃ｝
{ ．

（６）

其中，Ｔ表示主运动平台和二级运动平台的动
能之和；Ｖ表示 ２个模块的柔性梁弹性势能之和；
Ｍｍ表示主运动平台与相应的直梁模块的质量；Ｍｓ表
示二级运动平台与相应的直梁模块的质量；Ｋｍ表示
主运动平台与相应直性梁模块的刚度；ＫＦ表示二级
运动平台与相应直性梁模块的刚度。

应用拉格朗日方程，可得：

ｄ
ｄｔ
ｄ（Ｔ－Ｖ）
ｄｘ·( )

ｓ

－ ｄ（Ｔ－Ｖ）
ｄｘ( )
ｓ

＝０，

ｄ
ｄｔ
ｄ（Ｔ－Ｖ）
ｄｘ·( )

ｍ

－ ｄ（Ｔ－Ｖ）
ｄｘ( )
ｍ

＝０









 ．
（７）

令：

Ｍ＝
Ｍｓ ０

０ Ｍ[ ]
ｍ

；　Ｋ＝
Ｋｓ＋Ｋｍ －Ｋｍ
－Ｋｍ Ｋ[ ]

ｍ

整理可得：

ＭＸ
··

＋ＫＸ＝０ （８）
式（７）、式（８）中，Ｘ的坐标系向量为［ｘｓｘｍ］

Ｔ；

Ｍ为等效质量矩阵；Ｋ为等效刚度矩阵。
式（８）特征值问题为：

（Ｋ－ω２Ｍ）Ｘ＝０， （９）
令Ｄ＝Ｋ－ω２Ｍ，忽略波纹梁组对刚度的影响，

代入各刚度与质量表达式，可得：

Ｄｃ＝
ｃ１１ ｃ１２
ｃ２１ ｃ[ ]

２２

， （１０）

其中，

ｃ１１＝
４Ｅｂｈ３

ｌ３
－ρｂ［２ＬｓＨｓ＋ｈｌ＋ＴｃＷｃＬｃ］ω

２
ｃ；

ｃ１２＝－
２Ｅｂｈ３

ｌ３
；

ｃ２１＝－
２Ｅｂｈ３

ｌ３
；

ｃ２２＝
２Ｅｂｈ３

ｌ３
－ρｂ［Ｓｍ ＋ｈｌ］ω

２
ｃ















 ．

通过求解特征多项式 ｄｅｔ（Ｄ）＝０，可得对称型
双平行四边形机构的角频率 ω。根据固有频率公
式，可得：

ｆｃ＝
ω
２π
． （１１）

可以得到波纹梁夹持型双平行四边形机构的固

有频率。由于机构二中波纹梁对其运动方向影响较

小，故在计算机构二的固有频率时，只需要在二级平

台上增加波纹梁的质量。但波纹梁的质量较小，因

此对机构一阶固有频率的影响也较小。

４　有限元仿真分析

在三维软件 Ｓｏｌｉｄｗｏｒｋｓ中，建立了传统双平行
四边形机构和波纹梁夹持型双平行四边形机构的三

维模型。然后，将其导入有限元仿真软件 ＡＮＳＹＳ
Ｗｏｒｋｂｅｎｃｈ中，分别建立这两种柔性机构的有限元
模型，并进行静力学分析和模态分析。机构材料选

为铝合金 Ａｌ７０７５，具体机构的关键尺寸和材料参数
见表１。
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表１　双平行四边形机构的结构参数

Ｔａｂ．１　 Ｓｔｒｕｃｔｕｒａｌｐａｒａｍｅｔｅｒｓｏｆｔｈｅｄｏｕｂｌｅｐａｒａｌｌｅｌｏｇｒａｍ

ｍｅｃｈａｎｉｓｍ

参数 数值 参数 数值

Ｅ／ＧＰａ ７１．７ ｈ／ｍｍ １

ρ／（ｋｇ·ｍ－３） ２８１０ Ｗｃ／ｍｍ １０

ｂ／ｍｍ １４ ｌ／ｍｍ ２５
Ｔｃ／ｍｍ １ Ｌｃ／ｍｍ ９０
Ｓｍ／ｍｍ２ ２０２８ Ｌｓ／ｍｍ ７７
Ｈｓ／ｍｍ ５

　　静力学仿真结果如图４所示。在机构主平台的
工作方向上施加５０Ｎ的力后，机构一和机构二分
别产生了０．３９８７７×１０－３ｍ和０．３９８６×１０－３ｍ的位
移，可计算出其刚度分别为 ０１２５３９Ｎ／μｍ和
０．１２５４４Ｎ／μｍ，改进后的机构二的刚度只增加了
０．０４％，基本保持不变。另外，数值分析结果为
０．１２５４Ｎ／μｍ，计算误差在０．０１％，较为理想。

图４　静力学仿真结果

Ｆｉｇ．４　Ｓｔａｔｉｃｓｓｉｍｕｌａｔｉｏｎｒｅｓｕｌｔｓ

机构二的前三阶模态如图５所示。这是仿真得
到的波纹梁夹持型双平行四边形机构前三阶模态，

分别为１７９．１６Ｈｚ、４８４．５５Ｈｚ和６２２．３２Ｈｚ。机构
一的前三阶固有频率分别为１８０．７６Ｈｚ，４４０．９９Ｈｚ
和４９８．２８Ｈｚ。由仿真结果比较可知，机构二的二
阶和三阶固有频率分别提升了９．９％和２４．９％。

５　实验验证

首先，选择单独加工的波纹梁，通过螺栓连接的

安装方式，将波纹梁对称安装到二级平台上，如图６
所示。然后搭建测试系统，对机构的刚度特性进行

实验分析，测试系统参见图６。系统中，通过调整压
电陶瓷驱动器后面的螺钉来对平台施加不同的作用

力，同时分别利用测微仪（三门峡中原量仪股份有

限公司出品，型号为 ＤＧＳ－６Ｃ，分辨率为０．０５μｍ）
和力传感器（蚌埠传感器系统工程有限公司出品，

型号为ＪＬＢＳ－ＭＤ，量程为０～５０ｋｇ）对机构主平台

图５　机构二的前三阶模态

Ｆｉｇ．５　ＴｈｅｆｉｒｓｔｔｈｒｅｅｍｏｄｅｓｏｆｍｅｃｈａｎｉｓｍⅡ

的所受力和输出位移进行测量。通过计算被测力和

位移差值比值，得到机构一和二在工作方向上的刚

度分别为０．８０３Ｎ／μｍ和０．８３８Ｎ／μｍ。显然，２个
机构的刚度大小几乎一致。但由于线切割时，对直

梁的厚度产生较大误差，导致直梁厚度小于１ｍｍ，
同时机构的实测刚度也变小，但不妨碍研究中机构

一和机构二的刚度大小基本一致的实验结果验证。

图６　机构二刚度测试系统

Ｆｉｇ．６　ＳｔｉｆｆｎｅｓｓｔｅｓｔｓｙｓｔｅｍｏｆｍｅｃｈａｎｉｓｍⅡ

为了测量机构的动力学特性，使用了分辨率为

０．０５μｍ的电涡流位移传感器（上海振迪检测技术
有限公司出品）来测量机构主平台的位移，如图 ７
所示。实验过程中，在机构主平台施加一冲击载荷，

使其自由振动，同时使用电涡流传感器测量其位移，

基于ＬａｂＶＩＥＷ搭建信号采集系统，并通过数据采集
卡采集到信号，然后编写程序对测量时域信号进行

频谱分析，得到实验结果见表２。由表２可知，机构
一前三阶固有频率分别为 １５２ Ｈｚ、３８０ Ｈｚ和
４２５Ｈｚ，而机构二前三阶固有频率分别为１５０Ｈｚ、
４１５Ｈｚ和５５６Ｈｚ。通过对比，机构二在一阶固有频
率基本保持不变的情况下二阶和三阶固有频率较机

构一分别提高了９．２％和３０．８％。分析表２可知，
实验结果与仿真结果变化趋势保持一致，证明了该

设计机构在动力学性能的改进。
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表２　有限元仿真和实验数据对比图

Ｔａｂ．２　Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｆｉｎｉｔｅｅｌｅｍｅｎｔｓｉｍｕｌａｔｉｏｎａｎｄｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔａｌ

ｄａｔａ

波纹梁夹持型 传统型 提升率／％

频率

仿真值

频率

实验值

频率

仿真值

频率

实验值
仿真 实验

第一模态 １７９．１６ １５０ １８０．７６ １５２ －０．９ －１．３
第二模态 ４８４．５５ ４１５ ４４０．９９ ３８０ ９．９ ９．２
第三模态 ６２２．３２ ５５６ ４９８．２８ ４２５ ２４．９ ３０．８

图７　机构二固有频率测试系统

Ｆｉｇ．７　ＮａｔｕｒａｌｆｒｅｑｕｅｎｃｙｔｅｓｔｓｙｓｔｅｍｏｆｍｅｃｈａｎｉｓｍⅡ

６　结束语

首先，本文设计了一种基于波纹梁夹持的对称

双平行四边形机构，在没有改变机构运动刚度和一

阶固有频率的情况下，解决了传统双平行四边形机

构二级平台的欠约束问题，从而改善传统机构动力

学性能。文中首先对机构刚度进行建模，并采用能

量法和模块化思想建立了机构的动力学解析模型。

最后，对２种柔性机构的静动力学仿真结果和实验
结果进行了对比分析，分析表明与传统对称双平行

四杆机构相比，波纹梁夹持型对称双平行四杆机构

的二、三阶模态的固有频率均有明显提高，对于提高

大行程柔性机构的动力学特性和抑振能力具有重要

意义。
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（上接第１８９页）
键，患者确认某行按键后，再循环选中该行中的每一

个字母按键，兼顾了眨眼交互的效率。

４　结束语

本文提出了一种为渐冻人设计的有意识的眨眼

交互系统。该交互系统采用眨眼作为人机交互的方

式，并且患者的视线不需要长时间注视在屏幕上，提

升了使用者的舒适度。渐冻症患者可以通过眨眼来

操控图形界面的输出框显示出想要表达的内容，从

而帮助其及时与医护人员沟通，该人机交互系统具

有一定的创新性和实际应用价值。
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