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求解 ＬＡＳＳＯ 问题的广义对称交替方向乘子算法

蒋　 峰， 党亚峥， 何泽秀
（上海理工大学 管理学院， 上海 ２０００９３）

摘　 要： 随着数据规模的增加，有效地解决 ＬＡＳＳＯ 问题面临巨大挑战。 对称交替方向乘子法是求解 ＬＡＳＳＯ 问题的一种有效

方法，其将原问题分解为多个子问题交替求解，很大程度上提升了求解 ＬＡＳＳＯ 问题的效率。 本文提出了一种广义对称交替

方向乘法。 与对称交替方向乘子法相比，该算法引入了一个半近邻项近似地求解 ｘ 子问题，克服了之前算法的不足。 此外，算
法中引入了松弛算子进一步提升了算法的效率，数值实验说明了该算法是有效的。
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０　 引　 言

随着大数据时代的到来，数据收集技术有了巨

大的发展，如何有效地从大规模数据中挖掘出潜在

的有用信息成为了新的研究热点。 线性模型是当前

比较常用的数据挖掘手段，其理论丰富，应用广泛，
在农业、工程技术、经济、管理、工业、生物等领域取

得了长足的发展［１］。 线性模型应用的范围越广，模
型的准确性就显得越重要。 就线性模型而言，其准

确性主要取决于变量的选择和回归系数的取值。 受

Ｒｉｄｇｅ Ｒｅｇｒｅｓｓｉｏｎ 和 Ｎｏｎｎｅｇａｔｉｖｅ Ｇａｒｒｏｔｅ 算法的启

发，Ｔｉｂｓｈｉｒａｎｉ 提出了一种新的变量选择方法，即最

小绝对收缩和选择算子（Ｌｅａｓｔ ａｂｓｏｌｕｔｅ ｓｈｒｉｎｋａｇｅ ａｎｄ
ｓｅｌｅｃｔｉｏｎ ｏｐｅｒａｔｏｒ， ＬＡＳＳＯ） ［２］。 ＬＡＳＳＯ 问题包含平

方误差的求和和正则化项。 Ｌ１ 正则化项能够避免

模型过拟合问题，使得模型更加稳定［３］。
解决 ＬＡＳＳＯ 问题的方法很多，Ｅｆｒｏｎ 提出了最

小角回归算法求解 Ｌａｓｓｏ 问题。 该算法通过消除回

归系数的异号情况得到 ＬＡＳＳＯ 问题的解［２］。 陈善

雄等人考虑各个变量在模型中所占比重不同，提出

了多维权重求解算法［３］。 该算法在最小回归算法

的基础上加入主成分分析、 独立权数法、 基于

Ｉｎｔｅｒｃｒｉｔｅｒｉａ 相关性指标的重要性评价法这 ３ 种权重

评价方法，优化变量的选择。 数值实验表明该方法

进一步提升了求解 ＬＡＳＳＯ 问题的准确性。 在解决

大规模数据问题中，交替方向乘子法（ＡＤＭＭ）得到

广泛应用。 ＡＤＭＭ 算法将原始的凸优化问题分解

为多个子问题进行分别求解，最后再计算拉格朗日

乘子［４］。 这种方法在很大程度上减少了计算成本，
提升了求解 ＬＡＳＳＯ 问题的效率。

虽然 ＡＤＭＭ 算法求解大数据背景下的 ＬＡＳＳＯ
问题速度较快，但是在很多实际应用中， 精确地求

解子问题难以实现， 或者需要很大代价。 因此本文

提出了一种广义对称 ＡＤＭＭ 算法。 该算法的主要

创新之处是在对称交替方向乘子法的 ｘ 极小化子问



题中加入半近邻项近似求解此问题。 此外，为进一

步提高算法的收敛速度，引入了松弛算子。 通过具

体的数值实验表明，广义对称交替方向乘子法收敛

速度比对称交替方向乘子法更快。
１　 ＬＡＳＳＯ 问题及广义对称 ＡＤＭＭ 算法

１．１　 ＬＡＳＳＯ 问题描述

机器学习中的凸优化问题一般可以表示为

ｍｉｎ Ｐ ｘ( ) ＝ ∑
ｎ

ｉ ＝ １
φｉ ａＴ

ｉ ｘ( ) ＋ ｕｇ（ｘ）{ } ． （１）

令 ∑
ｎ

ｉ ＝ １
φｉ ａＴ

ｉ ｘ( ) ＝ １
２

Ｐｘ － ｂ ２
２，ｇ ｘ( ) ＝ ｘ １， 得到 ｌ１

线性回归的特殊形式，即 Ｌａｓｓｏ 问题。

ｍｉｎ １
２

Ｐｘ － ｂ ２
２ ＋ ｕ ｚ １ ｜ ｘ － ｚ ＝ ０{ } ． （２）

　 　 其中， ｘ ∈ Ｒｎ，Ｐ ∈ Ｒｍ×ｎ，ｕ 是正则化参数。
１．２　 广义对称 ＡＤＭＭ 算法

ＡＤＭＭ 算法由 Ｇｌｏｗｉｎｓｋｉ 等人提出［５］，主要用于

求解形如式（３）的凸优化问题

ｍｉｎ ｆ ｘ( ) ＋ ｇ ｚ( ){ Ａｘ ＝ ｚ，ｘ ∈ Ｘ，ｚ ∈ Ｚ｝， （３）
　 　 其中， Ａ∈Ｒｍ×ｎ，Ｘ⊂Ｒｎ、Ｚ⊂Ｒｍ 是给定闭凸集； ｆ：
Ｒｎ → Ｒ ∪ ＋ ¥{ } 和 ｇ：Ｒｍ → Ｒ ∪ ＋ ¥{ } 为凸函数。

本文 Ａ 为单位矩阵，其迭代格式如下：

　

ｘｋ＋１ ＝ ａｒｇｍｉｎ｛ ｆ ｘ( ) － ｙｋ( ) Ｔ Ａｘ － ｚｋ( ) ＋

　 　 γ
２

Ａｘ － ｚｋ ２｝，

ｚｋ＋１ ＝ ａｒｇｍｉｎ｛ｇ（ｙ） － ｙｋ( ) Ｔ Ａ ｘｋ＋１ － ｚ( ) ＋

　 　 γ
２

Ａ ｘｋ＋１ － ｚ ２｝，

ｙｋ＋１ ＝ ｙｋ － γ Ａｘｋ＋１ － ｚｋ＋１( ) ．

ì
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í
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ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï

（４）

　 　 其中， ｙ 为拉格朗日乘子， γ 是惩罚参数。 由式

（３）可以看出，ＡＤＭＭ 算法先求解 ｘ 最小化问题，再
求解 ｚ 最小化问题， 最后再更新拉格朗日乘子 ｙ。

在文献［６］ 中，对称 ＡＤＭＭ 算法被用于求解

ＬＡＳＳＯ 问题。 然而，在大数据背景下，精确地求解

（３）中的 ｘ 子问题难以实现，或者需要很大代价。 因

此本文提出了一种广义对称 ＡＤＭＭ 算法。
ｘｋ＋１ ＝ ａｒｇｍｉｎ ｆ ｘ( ) － ｙｋ( ) Ｔ Ａｘ － ｚｋ( ) ＋{

　 　 γ
２

Ａｘ － ｚｋ ２｝，

ｙｋ＋ １
２ ＝ ｙｋ － γ Ａ ｘｋ＋１ － ｚｋ( ) ，

ｚｋ＋１ ＝ ａｒｇｍｉｎ｛ｇ（ ｚ） － ｙｋ＋ １
２( ) Ｔ αＡ ｘｋ＋１ ＋( （１ －

　 　 α） ｚｋ － ｚ ) ＋ γ
２

αＡ ｘｋ＋１ ＋ （１ － α） ｚｋ － ｚ ２｝，

ｙｋ＋１ ＝ ｙｋ＋ １
２ － γ αＡ ｘｋ＋１ ＋ （１ － α） ｚｋ － ｚｋ＋１( ) ．
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（５）
　 　 其中， α ∈ （０，２］ 是松弛算子。 当 α ＝ １ 时，

（１．５）变为对称 ＡＤＭＭ 算法。
２　 数值实验

本节将广义对称 ＡＤＭＭ 算法应用于 ＬＡＳＳＯ 问

题。 在进行数值实验时，选取矩阵 Ｐ 并且规范化 Ｐ
中所有列。 取 ａ 和 σ 为随机向量，ｂ ＝ Ｐａ ＋ σ， 正则

化参数 ｕ ＝ ０．０１ ＰＴｂ 。 取 ｍ ＝ ２ ５００，α ＝ ０．８， 惩罚

参数 γ ＝ １， 矩阵 Ｇ ＝ １
２
γ Ｉｎ。 此外，向量 ｘ， ｙ， ｚ 的

初始值皆为零向量。
算法的收敛准则参照文献［６］。 定义初始残差

ｐｋ ＝ γ ｚｋ － ｚｋ＋１ 和对偶残差 ｄｋ ＝ １
γ

ｕｋ － ｕｋ＋１ 。

对于改进的对称 ＡＤＭＭ 算法，其收敛准则为

ｍａｘ ｒｋ，ｐｋ{ } ≤ 　 ｎ δ．
　 　 其中， δ ＝ １０ －４。

表 １ 为应用对称 ＡＤＭＭ 算法和广义对称

ＡＤＭＭ 算法解决该问题的结果， 其中 Ｉｔｅｒ 表示迭代

次数，ＣＰＵ（ ｓ） 表示 ＣＰＵ 时间（以秒为单位）， ｎ 表

示矩阵 Ｐ 的维数。 从表 １ 可以看出，本文提出的算

法快于对称 ＡＤＭＭ 算法。
表 １　 ＬＡＳＳＯ 问题数值结果

Ｔａｂ． １　 Ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｒｅｓｕｌｔｓ ｆｏｒ ＬＡＳＳＯ

算法 ｎ Ｉｔｅｒ ＣＰＵ ／ ｓ

对称 ＡＤＭＭ ５ ０００ １５ ４．０４
广义对称 ＡＤＭＭ ５ ０００ １０ ２．７６

　 　 为了进一步观察 ２ 种算法的收敛性，比较初始

残差和对偶残差随迭代次数的变化情况（纵轴分别

是初始残差和对偶残差，横轴是迭代次数）。 从图

１、图 ２ 中可以直观地发现，尽管在算法迭代的某些

阶段，对称 ＡＤＭＭ 算法的初始残差、对偶残差减小

更快，但是本文提出的算法先于对称 ＡＤＭＭ 算法收

敛，因此广义对称 ＡＤＭＭ 算法更高效。
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　 图 １　 对偶残差的变化情况　 　 　 图 ２　 初始残差的变化情况

Ｆｉｇ． １　 Ｅｖｏｌｕｔｉｏｎ ｏｆ ｐｒｉｍａｌ 　 　 　 Ｆｉｇ． ２　 Ｅｖｏｌｕｔｉｏｎ ｏｆ ｄｕａｌ
ｒｅｓｉｄｕａｌ　 　 　 ｒｅｓｉｄｕａｌ

３　 结束语

本文提出了一种求解 ＬＡＳＳＯ 问题的广义对称

ＡＤＭＭ 算法。 该方法的基本思想是在 ｘ 子问题中加

（下转第 ２９８ 页）
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